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Une relation parmi les vecteurs propres d'un opérateur 
de l'espace de Hilbert et de l'opérateur adjoint 
Par BÉLA SZ.-NAGY à Szeged et CIPR1AN FOIAS à Bucarest 
1. Soit H un espace de Hilbert, Tune transformation linéaire et bornée 
de H. Pour tout nombre complexe Ç, soit £ ;|T] le sous-espace formé par 
les vecteurs x, solutions de l'équation Tx = Çx.1) 
Pour T normale il est bien connu que 
(*) EdT] = Eï[T-] 
où T* est l'adjointe de T et Ç le nombre complexe conjugué à Ç (consé-
quence simple de la représentation spectrale de T). 
Cette relation ne reste pas vraie en général pour les transformations 
non normales. Un cas particulier où elle est vraie, c'est lorsque T est une 
contraction (||T||) ^ 1) et Ç est situé sur le cercle unité (voir [1], ou [2], p. 402). 
Dans ce qui suit on démontrera des généralisations de ce dernier fait, 
«n utilisant la notion de l'ensemble spectral au sens de J. v. NEUMANN ([3], 
voir aussi [2], p. 433). 
2 . Soit 5 un ensemble spectral de T, c'est-à-dire un ensemble fermé 
du plan complexe [contenant le spectre o(T) de T], tel que pour toute fonc-
tion rationnelle f(k), bornée sur S, on a 
0 ) 11/(7)11 ^sup|/(;.)|. 
Enumérons quelques faits liés à cette notion, que nous utiliserons dans la 
suite. Tout d'abord on a, pour les mêmes fonctions /(/.), les inégalités2) 
(2) ^ sup 11m f(k) |. \[f(T)+f(m supIRe/WI, Uf(TY-f(T) 
L'application f(fy-+f(T) est linéaire, multiplicative et continue [au sens de 
(1) et (2)], et se prolonge par continuité, en conservant ces propriétés à toutes 
' ) E Ç [ 7 " ] # { 0 } si et seulement si ? est une valeur propre de T. 
2) Elles découlent aisément par des homographies appliquant le disque unité sur un 
demi-plan (voir [ 2 ] , pp. 4 3 0 — 4 3 2 ) . 
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les fonctions S-analytiques (c'est-à-dire aux fonctions définies sur S, qui y 
sont des limites uniformes de fonctions rationnelles, régulières sur S). 
3 . Nous pouvons maintenant passer à l'étude de la relation ( * ) dans 
des conditions plus larges. Un premier cas est contenu dans les résultats de 
l'article [4]. En effet si 5 est un ensemble spectral de T, dont la frontière 
est une courbe jordanienne fermé, alors il existe (voir [4], théorèmes 6 et 7, 
pp. 41—43) , dans un espace K^H, une transformation normale N dont le 
spectre est situé sur la frontière de S, et telle qu'on a 
Tnx = PNnx (n = 0 , 1 , 2 , . . . ; x£H) 
où P est la projection orthogonale de K sur H; on peut exiger que K soit 
sous-tendu par les éléments de la forme Nnx et N "x (x£H; n = 0, 1, . . . ) ; 
dans ce cas N est déterminée de manière univoque3), appelons-la la dilatation 
normale forte de T par rapport à l'ensemble spectral S. *) On a alors en tout 
point-frontière £ de S 
(3) = 
(vo/r[4], théorème 7 (iii)). Ces résultats nous donnent immédiatement le fait 
suivant : 
P r o p o s i t i o n I. Si S est un ensemble spectral de T dont la frontière 
est une courbe jordanienne fermée C, la relation (*) est vraie pour tout point 
D é m o n s t r a t i o n . Soit S = {1: Alors, si /(A) est une fonction 
rationnelle, bornée sur. S, la fonction f* (¿) = fQ) est une fonction rationnelle, 
bornée sur 5 et en plus f(T*) = [f*(T)]'. Ainsi on voit que S est â son tour 
un ensemble spectral de T*.5) D'autre part on a 
T*n x — PN*" x (n = 0 , 1 , . . . ; x £ H), 
et les vecteurs N*n x et (N**)1> x = Nn x engendrent K. De cette manière nous 
pouvons appliquer la relation (3) à T*, N* et Ç au lieu de T, N et Ç. 
Nous obtenons 
(4) 
Mais la relation (* ) est vraie pour la transformation normale N. Par consé-
quent, en vertu de (3) é.t de (4), elle est vraie aussi pour T, c. q. f. d. 
3) A condition qu'on ne distingue pas entre les différentes réalisations du prolonge-
ment K de H. 
*) Dans le cas d'une contraction T on peut choisir pour S en particulier le disque 
unité (voir [3] ou [4]), et ce théorème se réduit alors à celui sur les dilatations unitaires 
des contractions (voir (5]). 
•') Ce fait est évidemment vrai même pour des ensembles spectraux de type général. 
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4 . Pour étudier la validité de (*) en un deuxième cas, notamment pour 
certains points-frontière d'ensembles spectraux non nécessairement „jordaniens" 
nous avons besoin du lemme suivant: 
Le m me. Si T est une contraction et Tx = Çx, on a ||(7*— Ç/)x||2â 
D é m o n s t r a t i o n . Soit U une dilatation unitaire quelconque de 7.®) 
On a alors 
| | ( r - Ç / ) J c | | 2 = . | | P ( i / * - Ç / ) x | P ^ | | ( i / * - ? / ) x | | 2 = | | ( i / ^ Ç / ) x | | 2 = 
= ||t/x-Tx||2=||i/x|r— ||7x]r- = (l-|çr-)||x|r, c .q . f .d . 
Cela étant, -nous pouvons énoncer la 
P r o p o s i t i o n II. Soit S un ensemble spectral de T et soit £ un 
point-frontière de S, tel qu'il existe une suite de cercles r,, = {l:\l—ln\<rn) 
compris dans le complémentaire CS de l'ensemble S, telles que 
r„'|/l„ — £(—»• 1. Dans ces conditions, la relation (*) est vraie. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit x^ H, tel que-7x = Çx. Puisque \rv(i.— 
sur CF„, donc sur S, T„ = r„(T—¿„/)~L est une contraction. On a 7 , x = Çnx 
avec ç„ — / u (Ç — ¿„) . D'après le lemme nous avons 
Or on a 
7 \ - l T: — Çn/ = r„j(T*—i„iy — r,, (Ç - L)-1 / = r „ ( r - ¿n I)'1 (Ç / - r ) (Ç - a„) 
donc 
(5) \\(T*—LI)(ÇI— T")x - 1 / F , r„ 
Or on a W(T*—ln/)j>|| ̂  (Il 7|| +1;.„|) ||y||, donc ||(r-/!n/)-^|| ^ (|| 7|| + 
+1^1)" ' ||z||, quels que soient y,z£H\ par conséquent il s'ensuit de(5) que 





Lorsque /2-»<x> il en résulte que (Ç/—7*)x = 0. Par conséquent £ ? [ 7 ] £ 
££•{[7*]. L'inclusion inverse résulte par la même voie en vertu de la 
remarque5), ce qui achève la démonstration. 
5 . Afin d'englober les propositions I et II dans une seule, plus générale, 
observons d'abord que, dans chacun des deux cas traités, la condition 
suivante est satisfaite : 
6) C'est-à-dire on n'exige la relation T"x = PU1'x (x^H) que pour n= 1. 
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C o n d i t i o n A. Il existe une suite {cpn} de fonctions S-analytiques 
telles que 
(i) sup |9>n(̂ )| 1; 
\es 
00 
(iii) q>n(l)-* 0 uniformément sur tout compact de S—{£}. 
Dans le cas envisagé dans la proposition II on n'a en effet qu'à poser 
9>>. (A) = Tn (A—A»)"1. 
Quant à l'autre cas, où la frontière de 5 est une courbe jordanienne 
fermée C et £ est un point sur C, on peut raisonner comme il suit. 
Il existe une suite de fonctions S-analytiques {/«(A)} jouissant des 
propriétés suivantes: {Re /„ (A)} est une suite décroissante; O ^ R e /n(A) s i ; 
Re /„ (Ç) —>• 1 ; Re/„ (A) -»• 0 uniformément sur tout compact de S— {£} ; Im /„ (A) —>• 0 
uniformément sur tout S. Rappelons la construction de telle suite (pour les détails 
voir [6], p. 273). Soit 1 l'ensemble des points 
fi = s + it, O^s^l, —\+\s(2—s) ^ / s 1—y s (2—s) 
et soit ¡i = n(k) une transformation conforme de 5 sur 2 , telle que ^ (£) = 1. 
Désignons par eu (2; â) la mesure harmonique de l'arc sâ — (e~iS, e*) par 
rapport au disque unité {z : |2| < l } , 7 ) et par m(z;â) sa conjuguée harmoni-
que. Notre suite {/«(A)} sera alors donnée par 
h W = « ( f i W ; + I Ô > ( Î » « ; • 
Posons y»(A) =/n(A) [sup/„(A)]"1. On vérifie sans peine que {cpa(A)} vérifie 
notre condition A. 
6 . Nous pouvons maintenant énoncer notre dernière proposition: 
P r o p o s i t i o n III. Soit S un ensemble spectral de T, de type général, 
et soit Ç un point tel que la condition A est vérifiée. Dans ce cas, la relation 
(*) est vraie. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit {/„ (A')} la suite considérée dans le paragraphe 5 
mais qui est attaché à l'ensemble S ' = {A': |A'| ^ 1} et au point Ç = 1. 
Comme Re/„(1) = 1, pour tout n il existe un p„>0 , tel que 
1 — Re/n(A0 pour 1—(»„^A'ss 1. 
En multipliant an besoin la fonction <pnÇl) de la condition A par des nombres 
7) C'est-à-dire la solution du problème de Dirichlet pour le disque unité, avec les 
valeurs-frontière 1 sur sd et 0 ailleurs. 
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e!a», nous pouvons supposer que 9>„(Ç) est de valeur reelle ^ 0 . Comme 
9H(Ç)—<il existe un Nn tel que pour m>Nn on ait 
1 — p H < < M £ ) ^ 1. 
De cette mainière nous pouvons trouver une suite croissante {nP} de 
nombres naturels telle que fp(<jp.v(Ç)] ^ 1 — ( p = 1 ,2 , . . . ) . Posons Fp(k) = 
= f v [<p„;,(4)]. La suite {Fv (A)} jouit des propriétés suivantes: Fp (k) est 
S-analytique ; Fn(k) —>0 uniformément sur tout compact de S—{Ç} ; 0 ^ 
g Re Fp (k) ^ 1 ; Re FP (Ç) ^ 1 — ; Im Fv (k) -* 0 uniformément sur S. 
Posons ' 
i/p = y [ / 7 , ( n + ^ ( 7 ' n et ^ = ~ [ F ; , ( 7 ) ' - / v , ( r ) ] . 
En vertu de (2) on a ||i/P||^l et ||V;,|| — 0 . D'autre part, si koÇS, 
(k—'Ç) ¿(>)' est aussi S-analytique et F,,(k)(k—Ç)(k—ko)~l — 0 unifor-
mément sur 5. Par conséquent de (1) il résulte que 
IlF„(T)(T-V)\\^ ||Fp(7) ( 7 - Ç / ) ( T - U ) '|| || 7-Ao/|| - 0 , 
d'où, en vertu du fait que ||l̂ H —»0 et que FP(T) = UP + iV,„ on obtient 
(8) ' ||t/,(T-S/)||-*0. 
Cela étant, soit x£H tel que Tx = ÇJC. Pour toute fonction rationnelle, 
régulière sur a (7 ) , on a r ( 7 ) x = r(Ç)jc, d 'o j il résulte par continuité que 
pour toute fonction 5-anaIytique f(k) on a aussi / ( 7 ) x = / ( Ç ) x . 
En particulier nous avons Fp(T)x = Fj,(Ç)x, d'où 
(U„x, x) = Re (F,,(T)x, x) = Re FP(Ç)• ||x||2 ^ [ l - i - j ||x||2. 
Par conséquent, 
0 = Il UPx-xf = || UPxf - 2 (UPx, x) + ||x ||2 ^ 
= 2 ||x||2 2^1 -^-j ||x||2 = ||x||2—»• 0. 
Donc on a U,tx-+x. En utilisant ce fait et (8), nous obtenons 
( Ç / - 7* )x = lim (£/— 7*) UPx= lim [£/„(£/— 7) ] ' x = 0, 
donc 
( 1 0 ) ^ l ^ t H -
Or la 
validité de la condition A pour 7, S, Ç entraîne sa validité aussi 
pour T*, S, Ç (cf. 5)), donc nous avons aussi l'inclusion inverse à (10), ce qui 
achève la démonstration. 
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